
D'(>RU- 

ECOLE SUP!%IEURE DE L'ENERGIE ET DES MATERIAUX 

EPREUVES D' ADMlSSlON 1984 OPTlONS T, TA, M, M'P, P' 

MATHEMATIQUES 
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Les &ux probi2mes sont in&pen&nts e t  comptent chacun pour moitik &na 
ln note de l'épreuve. Chaque problkme seru r4dig.4 sur une copie skparke por- 
h n t  clairement le  nm'ro du problame. 

La correction t iendm campte de la  q m l i t k  de ta rkc iac twn.  

PRUBLENE No 1 

Notations- : Etan t  donné un i n t e r v a l l e  1 de 1, une a p p l i c a t i o n  g de 1 
k 

d a n s R  e t  un e n t i e r  k > O ,  on d i t  

e s t  k f o i s  dé r ivab le  sur I e t  q u e  l a  dé r ivée  kLeme de  g est cont inue  s u r  1. 

que g e s t  de c l a s s e  C sur 1 lo rsque  g .. 

1 )  a) >lontrer que, pour tou t  x €1 0.n [ e t  t ou t  n E. N 

-- sin(2n + l ) x  = 1+2 cos Zx +. . . .+ 2 cos 2nx = 1 + 2 5 COS 2 kx 
ka1 s i n  x 

b) En dddui re  l a  va leu r  de : 
lr  

O 

c) Montrer que. pour t o u t  e n t i e r  n > O ,  
U 

~ 

2. 

2) Démontrer, en e f f e c t u a n t  une i n t é g r a t i o n  par  p a r t i e  sur un i n t e r v a l l e  

€enné borné, que l ' i n t é g r a l e  impropre : 

+a 

r 
dx sin x 

est convergente.  Dans l a  s u i t e  on no te ra  : 
+O 

sin x dx. On n 'essayera  pas ,  dans c e t t e  ques t ion .  de c a l c u l e r  W. 17- 
O 

3)  a )  Soien t  b un r é e l  p o s i t i f  e t  

c l a s s e  C' s u r  [O.b]. Pour t o u t  
b 

f uneapp l i ca t ion  de  [O,b] dans IR, de 

e n t i e r  n ,  on pose : 

Montrer que l a  s u i t e  (In)ncNconverge ve r s  O .  

2 b) On cons idère  une a p p l i c a t i o n  g de  [O,b] dans R. 
[O,b], e t  on d é f i n i t  l ' a p p l i c a t i o n  f sur [O,b) en posant : 

de  c l a s s e  C s u r .  

Montrer que f est de  c l a s s e  C' s u r  [O,b] 

c )  On suppose tou jours  que g e s t  de c l a s s e  C2 sur [O,b] e t  on r appe l l e  

que w =  1- s i n  x dx 

O 

Pour t o u t  e n t i e r  n, on pose : 
b 

I 
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4 .  

Montrer que la suite (Kn)nCN converge vers K.g(O). 

I 

W 

4 )  Dans toute cette question, h est une application de [O,n] dansa, de 

de classe c2 sur ~ 0 . n ~ .  

a) Nontrer que : 

n KI2 

sin sin (2n + 1)x dx 
+ ')' dx = (h(x) + h(n-x)) sin 

h ( x )  sin x 
O O 

b) On Jéfinit la fonction g sur [O,n/,] en posant : 

2 
Montrer que g est de classe C sur [ O , I T / ~ ~ .  

c) Pour tout entier n, on pose : 
n 

sin(2n + 1)x dx Ln = 1 h(x) sin 

O 
Montrer que la suite ( L n ) n E N  converge vers F.(h(O) + h ( n ) ) .  

5 )  a) En déduire la valeur de W .  

1 
b) En déduire la somme de la série - - 

k=l  k2 

c )  Calculer 
T I  

/xf' cos 2 kx dx, 

O 
OÙ k est itn entier et en dédalire la somme de la série 

PROBLEME No 2 

N 
O 
P 

1 
Dans tout le problhme les matrices sont carrées B coefficients réels. 

@ - Dans cette partie r ,  < r? < ... < rn sont des réels distincts, on 

n 

i=l 

pose pour t réel 

fn(t) = (ri-t) 

Pour a,b.x réels, R # O, on définit la matrice Mn(a,b,x) par : 

On note t (a,b,x) son déterminant. 

1 )  a) Montrer qu'il existe des réels X et II indépendants de x tels que 

2) On désigne par P (X) le polynôme caractéristique de Mn(a,a) 

a) Calculer Pn en fonction de f et f; +m 
1 c - .  

k=! k4 . ../,. - 



5 .  6.  

b )  Xontrer que : 

1 Pn(x) =fi (ri - x - a) [t + a 
l 

i-1 i=l ri - X - a 

3)  a) DC.terminer,suivant la parité de n,les signes de Pn(rl-a) et de 

P,,(rn-a) 

h )  Montrer que P (X) possède n racines réelles distinctes séparées par 

les nombres r.-a. (On pourra d'abord envisager l e  cas oh a > O). 

Qlle peut-on en déduire pour M (a,a) 7 Etait-ce prévisible ? 

4 )  Soit Oune valeur propre de Mn(a,a) 

a) On définit le déterminant An-,(a,a) par : 

On suppose dans cette partie les r. ( 1 5 i 5 n) réels quelconques. 

a est toujours un réel non nul. 
Dans cette question les nombres r 1, rz .  ..... r 

même valeur r ,  les nombres r S .  rs+l,...,r 

Montrer que r-a est valeur propre d'ordre s-1 de M (a,a) 
Préciser la position des autres valeurs propres. 

(s 5 n) sont Cgaux à une 

étant distincts deux B deux. 

S o i t  k le nombre de ri distincts. 

Monter que M (a,a) possède k valeurs propres simples séparées par les 
nombres r.-a. Quelles sont les autres valeurs propres dc M (a,a) ? 

Prdciser leur multiplicité. M (a,a) est-elle diagonalisable ? 

3'  a) O n  choisit ici n - 6 et rl < r2 < r 

Déteminer en fonction de leurs valeurs propres, les vecteurs propres 
des deux matrices suivantes. . 

On précisera en particulier les multiplicités des valeurs propres. 

klontrer qrie A (a,a) est non nul. 

b) En dcduire un vectcrir 'propre associé à 8. 

c )  Soient g1 et e2 deux valeurs propres distinctes de Hn(a,a). 

n- 1 

b) Application numérique : Donner une base de vecteurs propres et diago- 

naliser la matrice N lorsque r l  = 4 ,  r2 = - 4 et a = 1 .  

1 1 
Montrer que 

f- = O  
r . - e  i=l 1 1 - a r .  .- ez - a I 
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